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Résumé :  
L’article décrit une modélisation de machine Stirling double effet à pistons libres pour une 
application de micro-cogénération. Cette machine consiste en deux échangeurs chauds, deux pistons 
déplaceurs et un unique piston de travail. Le modèle est obtenu en écrivant la loi fondamentale de la 
dynamique pour les mouvements des pistons et des déplaceurs et en supposant que les volumes de la 
machine sont isothermes. Un système de trois équations différentielles couplées est obtenu. Ce système 
est analogue à un système masses-ressorts non linéaire. Les résultats du modèle sont analysés sur un 
point de fonctionnement puis une étude de stabilité est effectuée sur une plus large gamme de 
puissance. La stabilité de la machine est analysée à l’aide des valeurs propres de la matrice d’état 
représentant ce système. 
 
Abstract :  
This paper deals with the modeling of a dual free-piston Stirling engine for micro combined heat and 
power generation. The machine is made of two hot heat exchangers, two displacers and a unique 
piston. The model is achieved by writing Newton’s second law for the piston and the displacers. The 
transformations are supposed isothermal. A differential system of three coupled equations is obtained. 
It is analogous to a nonlinear mass-spring system. The results are detailed and analyzed at an 
operating point. Then a stability analysis is conducted on a larger power range. Stability is studied 
with the differential system matrix eigenvalues. 
 
 
Mots clefs : machine Stirling, double effet, régime transitoire, stabilité 
 
Nomenclature 
 
A  aire, m2 
B  paramètre de calcul 
C  coefficient d’amortissement, N.s.m1 
Cf  coefficient de Darcy 
di  diamètre, m 
D  facteur d’amortissement, s-1 
[D]  matrice des facteurs 
d’amortissement 
f  fréquence, Hz 
i  nombre imaginaire,   1 
j  indice de la demi-machine 
khL coefficient de pertes de charge 
singulières 
K  raideur par unité de masse,  
N.m-1.kg-1 
[K]  matrice des raideurs 
L  longueur, m 
[M] forme matricielle des équations 
différentielles 
m  masse, kg 
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[N] matrice des vecteurs propres de M 
p  pression, Pa 
S  paramètre de calcul 
t  temps, s 
T  température, K 
V  volume, m3    débit volumique, m3.s-1 
y hauteur du volume mort  
x  position, m    vitesse, m.s-1 	   accélération, m.s-2 
[X] matrice des positions et des vitesses 
Symboles grecs 
φ déphasage piston déplaceur, rad 
γ  coefficient isentropique 
[Λ]  Matrice des valeurs propres 
 
 valeur propre de M 
ρ  masse volumique, kg.m-3   pulsation, rad.s-1 
Indices 
alt  alternateur 
b  ressort gazeux machine simple 
c  espace de compression 
d  déplaceur 
e  espace de détente 
exch échangeur 
g  gaz 
h  chaud 
H hystérésis 
k  froid 
m mécanique 
max maximal 
mean moyen 
p  piston 
r  tige déplaceur 
reg  régénerateur 
0  condition initiale 
1  demi-machine supérieure 
2  demi-machine inférieure 
 
 
 
1 Introduction  
 
Les machines à apport de chaleur externe sont une des technologies qui pourraient contribuer au mix 
énergétique futur. En effet, l’intermittence des sources énergétiques renouvelables telles que l’éolien 
ou le photovoltaïque doit être corrigée par des sources fonctionnant de manière commandée, de temps 
de réponse rapide, de coût raisonnable et si possible de faible impact carbone. Une machine à 
combustion externe fonctionnant en cogénération répond à ces critères car elle s’adapte à l’utilisation 
de combustibles biosourcés, sa dynamique est rapide et elle fonctionne de manière commandée. Dans 
cet article, nous étudions une machine Stirling originale à pistons libres double effet. Le double effet 
permet potentiellement d’améliorer la puissance volumique de la machine. La machine Stirling est un 
moteur à apport de chaleur externe inventée par Robert Stirling en 1816 [1-2]. Elle permet la 
conversion d’énergie thermique en énergie mécanique. Un générateur électrique peut également être 
associé pour compléter le dispositif dans le cas de la cogénération. Les machines de Stirling 
comprennent généralement un piston de travail, un piston déplaceur, un volume de compression, un 
volume de détente et un volume occupé par un régénérateur. Le cycle théorique de Stirling comprend 
quatre transformations thermodynamiques : une compression isotherme où le maintien en température 
est assuré par l’échangeur froid, un chauffage isochore, une détente isotherme où le maintien en 
température est assuré par l’échangeur chaud, un refroidissement isochore. Le gaz de travail circule 
entre le volume de détente et le volume de compression poussé par le piston déplaceur et au travers 
d’un régénérateur. Le régénérateur permet de stocker la chaleur du gaz de travail pour le déplacement 
entre le volume de détente et le volume de compression et de la restituer au gaz de travail en sens 
inverse [1-2]. La machine Stirling à pistons libres a été inventée par W.T. Beale en 1964 [3]. Dans ce 
type de machine, les pistons déplaceur et de travail ne sont pas reliés mécaniquement par un système 
bielle-manivelle, mais les mouvements sont conditionnés par un système de ressorts mécaniques ou 
gazeux dimensionnés pour assurer le déphasage adéquat entre les mouvements. Les pertes mécaniques 
sont donc réduites. Cette machine a été modélisée par Urieli et Berchowitz [4] et construite par la 
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NASA [5]. La modélisation du mouvement de la machine présente des analogies avec un système 
masse-ressort dissipatif. Le fonctionnement de ce type de système a été étudié en régime harmonique 
établi par différents auteurs [4][6-8]. Des études en régime transitoire ont également été conduites [8-
11]. La machine Stirling double effet a été envisagée par différents auteurs et étudiée en régime 
harmonique [12-13]. Elle consiste en deux échangeurs chauds, deux déplaceurs et un unique piston de 
travail. L’objet de l’article est de vérifier par simulation le fonctionnement transitoire stable de cette 
machine dans des conditions simulées plus proches de la réalité que celles représentées par le régime 
harmonique. Il reprend l’étude par la méthode des valeurs propres présentée pour une machine simple 
effet dans [11].  
 
2 Modélisation  
2.1 Description de la machine  
 
La machine double effet à pistons libres étudiée est présentée sur la Figure 1. Elle consiste en une 
enceinte sous pression avec 3 éléments mobiles : un piston de travail et deux pistons déplaceurs. La 
machine comporte également deux échangeurs chauds reliés à deux sources de chaleur. L’espace entre 
chaque déplaceur et échangeur chaud est un volume de détente. Le piston de travail est unique. Les 
espaces délimités par les déplaceurs et le piston de travail sont les volumes de compression. Les deux 
parties de la machine double effet ont par conséquent un fonctionnement déphasé. Une phase motrice 
du piston pour la demi-machine 1 correspond à une phase réceptrice pour la demi-machine 2 et 
réciproquement. Les mouvements des déplaceurs sont assurés par un système de ressorts gazeux. Le 
piston intègre le mover d’un générateur électrique linéaire. Les deux demi-machines fonctionnent en 
opposition de phase : le début de la compression de la demi-machine 1 (déplaceur 1 à mi-hauteur se 
déplaçant vers la source chaude) correspond à la fin de la détente de la demi-machine 2 (déplaceur 2 à 
mi-hauteur se déplaçant vers la source froide, donc vers le haut également) et réciproquement. Plus de 
détails se trouvent dans une étude précédente du laboratoire [13]. A la différence de la machine 
étudiée dans [13], ce sont les volumes de compression des deux « demi-machines » qui jouent le rôle 
de ressort gazeux dans cette étude. Cela permet une simplification mécanique de la machine. 
 
2.2 Mise en équation  
 
Nous faisons les hypothèses suivantes [7][9][10-11][13]:  
- transformations isothermes dans les volumes de compression et de détente,  
- transformations adiabatiques dans les ressorts gazeux,  
- mouvements sinusoïdaux du piston et des déplaceurs,  
- la pression moyenne dans la machine peut être linéarisée (analyse de Schmidt),  
- régénérateur parfait, 
- pas de pertes thermiques (conduction ou rayonnement), 
-  pas de pertes mécaniques. 
 
L’équation de la dynamique appliquée au mouvement du piston et des déplaceurs donne : 
 	            (1) 
  	      1 2    (2) 
  	      2 2    (3) 
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avec  masse du piston,   et   masses des déplaceurs, p", p", p$, p$, p%, p% pressions 
dans les volumes de compression, les volumes de détente, les ressorts gazeux déplaceur, , , ,  ,   les aires du piston, des déplaceurs, des tiges déplaceur,   force exercée par 
l’alternateur sur le piston, &'  force représentant les pertes par hystérésis dans le ressort gazeux 
déplaceur [4][11]. 
 
 
 
Figure 1 Machine Stirling à pistons libres double effet 
 
Si on compare ces équations avec les équations d’une machine simple effet  (4)(5), on constate que les 
équations des mouvements la machine double effet sont très similaires.    
   	   (       (4) 
   	        (5) 
 
Dans l’équation du piston double effet, le terme correspondant à la pression dans le ressort gazeux pb 
est remplacé par le terme correspondant à la pression du volume de compression de l’autre demi-
machine. Les équations des déplaceurs sont identiques dans les deux cas, au signe près pour le 
déplaceur 2 de la machine double effet. 
Nous pouvons donc utiliser la modélisation de la machine simple effet : calcul de la variation des 
volumes en fonction du temps, linéarisation de la pression, calcul des pertes de charges pour le modèle 
double effet. Le détail complet des calculs de la machine simple effet est donné dans [11]. 
 
2.3 Résolution  
 
La forme générale des équations de la machine double effet est la suivante :  
   	  )  )  )  *     (6) 
1
2
3
5
4
8
1 Echangeur chaud 1
2 Régénérateur 1
3 Echangeur froid 1 
4 Volume de compression 1
5 Volume de détente1
6 Piston de travail/mover
7 Déplaceur 1
8 Ressort gazeux du déplaceur 1
9 Tige Déplaceur 1
10 Echangeur chaud 2
11 Régénérateur 2
12 Echangeur froid 2
13 Volume de compression 2
14 Volume de détente 2
15 Déplaceur 2
16 Ressort gazeux déplaceur 2
17 Tige déplaceur 2
10
12
11
9
13
14
15
7
6
16
17
Pe1, Ve1
Pc1, Vc1
Pd1, Vd1
Pe2, Ve2
Pc2, Vc2
Pd2, Vd2
xp
xd1
xd2
Ap
Ad
Ar
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   	  )  )  *  *    (7) 
   	  )  )  *  *   (8) 
 
Les expressions des coefficients sont données dans la Table 1. La machine étant considérée comme 
parfaitement symétrique, les coefficients correspondant aux déplaceurs sont symétriques. Les 
paramètres principaux de la machine étudiée sont détaillés dans la Table 2.  
Sous forme matricielle, le système d’équations (6)(7)(8) peut s’écrire : 
 
     +,- 
./
//
/0
12
22
23
      (9) 
 
     +,-  +4-+,-      (10) 
 
   +4- 
./
//
/0
0 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1) ) ) * * *) ) ) * * *) ) ) * * *12
22
23
 (11)  
 
La solution de ce système différentiel peut se mettre sous la forme : 
    + ,6-  7+8-+,9-  +:-7+Λ-+:-;+,9-   (12) 
 
avec +Λ- matrice diagonale des valeurs propres λ de M, [X0] vecteur des conditions initiales, [N] la 
matrice des vecteurs propres de [M].  
 
Les solutions sont donc une combinaison de termes  de la forme 7<=>6 avec a partie réelle de la 
valeur propre et ω partie imaginaire.  
Pour que les oscillations soient auto entretenues, la matrice doit avoir des valeurs propres purement 
imaginaires, la partie imaginaire indiquant la pulsation. Une valeur propre à partie réelle non nulle 
négative indique un régime oscillatoire amorti, une valeur propre à partie réelle non nulle positive 
indique un régime oscillatoire où les amplitudes augmentent [11][14].  
Comme dans la machine simple effet, on peut observer que les raideurs et les facteurs 
d’amortissements dépendent du point de fonctionnement (volume non balayé, vitesses du piston et du 
déplaceur). Les équations sont non linéaires, aussi une résolution itérative est appliquée [11].  
 
3 Résultats 
 
Les parties du modèle identiques à celles du simple effet ont été validées, pour une machine simple 
effet, par une comparaison avec d’autres modèles de la littérature et le modèle RE1000 de la NASA 
[11]. 
Le fonctionnement de la machine double effet est caractérisé par la puissance de freinage appliquée 
par l’alternateur, la fréquence de fonctionnement, l’amortissement ou non des amplitudes caractérisé 
par la partie réelle des valeurs propres, le déphasage entre le mouvement du déplaceur et celui du 
piston et le rapport de déplacement entre le déplaceur et le piston.  
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3.1 Etude d’un point de fonctionnement  
 
Nous examinons le fonctionnement de la machine double effet pour une puissance de freinage 
appliquée sur le piston de 2240 W. Les positions du déplaceur et du piston sont tracées sur la Figure 2. 
Nous constatons un rapport de déplacement entre les déplaceurs et le piston /  de 1.08, un 
déphasage entre les 2 mouvements de 44° et une fréquence de 27 Hz. Les oscillations ne sont pas 
réellement auto-entretenues, on constate une diminution d’amplitude sur le mouvement (Figure 3). Les 
valeurs propres calculées sont -0.16 +/-171.3i. Les autres valeurs propres sont égales à -484, -159,  
-527, et -18.6. La Figure 4 montre la position du piston et la pression dans les deux volumes de 
compression. Les pressions dans ces volumes sont en opposition de phase. Lorsque le piston est au 
point bas (x≈0.05 m), la pression est presque minimale dans le volume de compression 1 et presque 
maximale dans le volume de compression 2. Le déphasage entre le mouvement du piston et l’onde de 
pression est de 30°. Sur la Figure 5, sont représentées les variations des pressions en fonction des 
volumes des deux demi-machines pour une demi-période de fonctionnement. Nous observons que les 
deux demi-machines fonctionnement bien sur des parties opposées du cycle thermodynamique. 
 
Figure 2 : Mouvement du piston et des déplaceurs 
 
 
Figure 3 : Mouvement du piston 
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Figure 4 : Mouvement du piston et pression dans les volumes de compression  
 
 
Figure 5 : Diagramme Pression-Volume 
 
3.2 Etude de la stabilité en fonction de la puissance  
 
Nous étudions la réponse de la machine en fonction de la puissance demandée par l’alternateur. Les 
valeurs propres, partie réelle et  partie imaginaire, sont tracées en fonction de la puissance demandée 
par l’alternateur (Figure 6). Nous observons une évolution faiblement non linéaire, à l’exception de 
deux valeurs obtenues pour des puissances de 2150 W et 2200 W où l’on observe une variation 
fortement non linéaire.  
Pour des valeurs de puissances inférieures à 2150 W et supérieures à 2200 W, nous constatons, 
comme dans le cas de la machine simple effet, que l’allure générale de la valeur de la partie réelle des 
valeurs propres baisse avec la puissance demandée. Il en est de même pour la partie imaginaire qui 
représente la pulsation. Le fonctionnement en oscillations auto-entretenues se situe pour une puissance 
de l’ordre de 2250 W. Pour ces gammes de fonctionnement, on observe que le rapport de déplacement 
entre les déplaceurs et le piston /, le déphasage entre les 2 mouvements, et la fréquence varient 
de manière faiblement non linéaire au tour de 1.1, 44° et 27 Hz respectivement. 
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Figure 6 : Evolution des valeurs propres en fonction de la puissance demandée 
 
Pour les deux points à 2150 W et 2200 W, la machine passe dans un mode de fonctionnement 
différent. On observe 4 valeurs propres complexes 17.88+/-178.1i et -246+/-114.1i. L’allure théorique 
des positions du piston et des déplaceurs est tracée sur la Figure 7, la position du piston et les 
pressions sur la Figure 8. Nous constatons que les amplitudes croissent très rapidement. Nous 
constatons également un rapport de déplacement entre les déplaceurs et le piston / de 1.23, un 
déphasage entre les 2 mouvements de 61°, une fréquence de 28 Hz, un déphasage entre le mouvement 
du piston et l’onde de pression de 36°. Ces valeurs sont assez différentes des valeurs observées 
précédemment. Dans cette zone étroite et particulière de fonctionnement, la puissance de la machine 
est supérieure à la puissance absorbée par l’alternateur. La confirmation expérimentale de cette zone 
de fonctionnement reste à établir.  
 
 
Figure 7 : Allure des positions piston et déplaceurs pour P=2200 W 
1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000−10
0
10
20
Puissance (W)
Pa
rti
e 
ré
el
le
 (s
−1
)
 
 
165
170
175
180
Pa
rti
e 
im
ag
in
ai
re
 (r
ad
.s−
1)
Re
Im
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14−0.3
−0.2
−0.1
0
0.1
0.2
Temps (s)
Po
si
tio
n 
(m
)
 
 
xp
xd1
xd2
22ème Congrès Français de Mécanique                                               Lyon, 24 au 28 Août 2015 
 
 
Figure 8 : Mouvement du piston et pression dans les volumes de compression 
 
 
2.4 Conclusion 
 
Nous avons étudié une machine Stirling double effet à pistons libres. Un modèle analytique de la 
machine a été écrit, le fonctionnement a été étudié et analysé pour un point de fonctionnement 
permettant à la machine de produire une puissance de 2,2 kW pour une fréquence de fonctionnement 
de 28 Hz. Une étude de stabilité a été menée. Le modèle permettra de dimensionner un prototype puis, 
des machines double effet pour de la cogénération dans divers cas de fonctionnement : cogénération 
dans l’habitat individuel ou collectif, bâtiment tertiaire. 
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Annexes  
 
Coefficients de raideur par unité de masse Facteurs d’amortissement  
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Table 1 
 
Masse du piston Masse déplaceur Diamètre 
piston/déplaceur 
Volumes des 
échangeurs 
chaud/froid 
Volume du 
régénérateur 
kg kg m m3 m3 
6 0.2 0.04 3 10-6 2.5 10-5 
Nombre de tubes 
éch. chaud 
Tubes éch. chaud 
diam/longueur  
Nombre de tubes éch. 
froid 
Tubes éch. froid 
diam/longueur 
Porosité régénérateur 
 m  m  
8 4 10-3/3 10-2 8 4 10-3 /3 10-2 0.7 
Hauteur 
régénérateur 
Diam ext, diam int 
régénérateur 
Volume ressort gazeux 
déplaceur 
Hauteur du volume 
mort espace de 
compression 
Hauteur du volume 
mort espace de détente 
m m m
3
 m m 
0.05 0.06/0.05 3.5 10-5 0.03 0.045 
Tige déplaceur 
diamètre 
Température 
source chaude 
Température source 
froide  
Gaz Pression moyenne 
m K K  Pa 
0.015 810 320 Hélium 7. 106 
Table 2 
